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1. Uvod

Zvazme napiiklad vyrobu televiznich piijimaci. Reknéme, Ze model linearniho
programovani by ndm mohl poskytnout vyrobni plan 205,7 sad za tyden. Za této situace by
vétSina lidi neméla problém uvést, ze produkce by méla byt 205 sad za tyden nebo dokonce
rict: ,,Zhruba 200 sad za tyden.“ Na druhou stranu ptfedpokladejme, ze jsme si koupili
skladiste, abychom takto dokoncené zbozi mohli uskladnit a dale, ze velikost skladisté pfimo
odpovida velikosti vyrobené sady. Pak na zaklad¢ modelu, ktery jsme navrhli, bychom koupili
0,7 skladiste v jedné lokaci, 0,6 v dalsi a tak dale. Pochopitelng€, Ze mnoZstvi zakoupenych
skladi$t’ koresponduje s celo¢iselnymi hodnotami a radi bychom tedy, aby nd§ model odrazel
tuto skutecnost.

Takovéto omezeni uplnosti se muize zdat pomérné neskodné, ale ve skuteCnosti ma
dalekosahlé dusledky. Vyznam modelovani s celoCiselnymi proménnymi se ukazal byt
pfinosny nejen na oblast celoiselné produkce, ale spolu s nimi miZzeme spravné modelovat
fixni naklady, nejrizngjsi logické pozadavky a mnohé dalii aspekty. Uelem téchto stati je
popsat techniku feSici vySe zminény problém, stejné tak i1 jeji mozna tuskali a ukézat ji na

zajimavé celoc¢iselné aplikaci. Nejdiive se vSak odrazme od zakladni terminologie.



3. Metoda vétvi a mezi

Mluvime-li o metodé ve€tvi a mezi, mluvime o kombinatorické metodé, ktera hleda
celociselné feSeni pomoci postupné optimalizace tloh linearniho programovani, do kterych se
navazuji celoCiselné podminky na necelo¢iselné proménné. Uvedeny proces se znazoriuje
pomoci stromového grafu skladajiciho se z uzli a vétvi.

Pti vykladu uvedené metody vyjdeme z tlohy

max{z:ch,Axgb,xzo,XeZ} (1)

M¢jme mnozinu Q, kterd obsahuje celociselné feseni:

Q=ix|Ax<b x>0xcZ| 2

Symbolem C(Q) vyty¢me konvexni obal mnoziny.

Mnozinu spojitym feSenim ozna¢me Q

Q={x|Ax <b, x>0} )

Mnoziny C(Q) a (3 vytvaieji neohrani¢ené konvexni polyedrické mnoziny

ProtoZze metodu vétvi a mezi chapeme jako kombinatorickou metodu, uplatnéme kritérium
optimalnosti, ¢' x*>c¢'x kde x* je feSenim optimalnim a X je libovolné piipustné feseni.
Dale pak uvazujme horni, resp. dolni hranici z, resp. Z,, kde i je krok vzniklou uspotfadanim

hodnot cilové funkce z=c" x .

Horni hranice, které je stanovena vzhledem na mnozinu feseni Q , se vytvaii z hodnot cilové

funkce, dané feSenim necelociselné tlohy.

Z, =z, jestlize X*je optimalnim feSenim ulohy

Z, = ojestlize Q je prazdna mnoZina v z je neohranicend na Q 4)

Dolni hranici pak rozumime hodnoty funkce dané existujicim maximalnim celo¢iselnym
feSenim. Tedy jinymi slovy se jednd o nejlepsi celociselné feSeni, které jsme doposud
vypoctem dosahli. UmoZiiuje ndm posoudit dalsi celociselnd feSeni v procesu vyhledavani

optima funkce, coZ miiZeme zapsat takto:



Z,=72,*proz*>1z

. ()

Z,=2,,pro2*<z,

Predpokladejme feseni lohy linearniho programovani

X7 ={X, %0000 X, }
M¢jme mnozinu

G={0,.0,- 9.}
ptiCemz plati

vneG:0<n<l

Necht' g, je prvek mnoziny G, tak, ze pro vSechny g € G plati g, =0
pak K-tou slozku vektoru X uvazme

Xk Z[XK]+gK’[XK]€Z1gK eG

kde hranatd zavorka reprezentuje celoCiselnou ¢ast. Pro kazdé neceloCiselné feseni postacuje
zavést dvé omezujici podminky a to
« <[x]
[ «J+1
Z ¢ehoz vyplyva, ze prostor

(] <% <[xc]+2
muzeme zavrhnout, protoze zadné z piipadnych celo¢iselnych feseni nelezi v této oblasti, coz

lze vyjadtit nasledujicim zptisobem.

X1 Xz

[xx] +1

[xx]

A J

A 4

X; X7

Obrazek 1: Tvorba omezeni v metodé vétvi a mezi



Grafické znazornéni na obrazku ukazuje tvorbu ptislusnych omezeni v zéavislosti na tloze
dvou proménnych, kde ¢ervend hranice vymezuje mnozinu ptipustnych feseni.
Pfidanim téchto omezeni k feSenim na mnozin¢ ziskdme Q obdrzime dvé nové ulohy, které

muizeme definovat nasledujicim zptisobem:
1.max {z=¢"x, @~ {xx <[]} (6)

2. max {z:ch,ém{x|xK Z[XK]+1}} (7)

Jednotlivé kroky vypoctového mechanizmu pak znézorfiuje stromovy diagram A = (p, b), kde
p predstavuje vrcholy diagramu a b pak jednotlivé vétve, spojujici jednotlivé vrcholy. Strom
vizualizuje déleni mnoZin na podmnoZiny. Vrchol znazoriuje ptipustné feSeni, ze kterého se

uskutec¢nuje vétveni, kde prislusnou vétvi rozumime omezeni celo¢iselnosti.

UvazZzme nasledujici diagram

Po

Obrazek 2: Vétveni reseni

Z obrazku je patrné, ze ve vrcholu p, leZi feSeni spojité ulohy, coZ znamend, Ze minimalné
jedna ze slozek vektoru neni X celociselni. Do vrcholu obvykle zapisujeme horni hranici
hodnoty cilové funkce z. A k jednotlivym vétvim pak pfipisujeme piislusna omezeni.
Vrcholy, které jsou nasledovniky, nesou nové feSeni tlohy pti daném omezeni.

Roz8ifenim o omezeni na celoCiselnost je tedy nutné fesit ulohu znovu. Aplikovanim
algoritmu simplexové metody na Ulohu s nové vzniklymi omezenimi ziskdme feSeni, které

bude v celo¢iselnych proménnych. Pokud nejsou vSechny proménné celoc¢iselné, je nutné



znovu zvolit neceloCiselnou proménnou, tu omezit na celociselnou a ptistoupit k dalSimu
vétveni.

Na zéklad¢ ptredchoziho uved'me postup pii feseni ilohy metodou vétvi a mezi.

4. Algoritmus metody vétvi a mezi

Krok 1. Nalezneme feSeni spojit¢ ulohy linedrniho programovani, které bude odpovidat
vrcholu i =1stromového diagramu, jehoz horni mezi bude feSeni spojité ulohy a dolni mezi
jeho zaokrouhleni na nejblizsi nizsi celé Cisla. Jsou-li vSechny proménné celoc¢iselné, vypocet

konci a obdrzeli jsme optimalni feSeni. V ptipadé, Ze ne, vrchol 1 se stava vétvicim.

Krok 2. Pro vétveni vybereme proménnou s nejvetsi desetinnou ¢asti a podle ni vytvofime dva

nové podproblémy, které predstavuji mozné nasledovniky.

Krok 3. Resime 1. podproblém
a) Pokud jsme ziskali feSeni, které neni pfipustné, vétev zavrhneme a piejdeme k 4.
kroku
b) Jestlize je feSeni pfipustné, mizou nastat dvé situace:
1. VSechny proménné jsou v celociselnych hodnotach. Pokracujeme 4. krokem.

2. Alespon jedna proménna je neceloCiselna.
Tento vrchol pak ptifadime do mnoziny adeptt

Krok 4. Resime 2. Podproblém se stejnymi moZnymi piipady jako ve predchdzejicim

podproblému.

Krok 5.
a) Vrchol i ma dva mozné potomky v mnozin¢ adeptt. Jednoho z nich zvolime jako
vétvici vrchol. Prejdeme k 6. kroku.
b) Vrchol i ma jediného mozného potomka v mnoziné adeptd.
c) Vrchol i nema zadného potomka v mnoziné adepti
1. Jestlize je mnoZina adeptl prazdna. Algoritmus kon¢i.

2. Pokud ne, jeden z vrcholt adeptti uréime za nejblizsi vétvici vrchol.

Krok 6. Nejblizsi vétvici vrchol, pak vyloué¢ime z mnoziny adeptti a ozna¢ime ho jako vrchol

i+1. Pokracujeme 2. Krokem. Nejlepsi celociselné feSeni je pak optimalni.



5. Aplikace BranchAndBound.apk

Ugelem této kapitoly neni podrobny popis jednotlivych &asti zdrojového kodu, nybrz
ukazat praktické vyuziti aplikace BranchAndBound.apk, ktera byla specidln€¢ navrzena pro
maximaliza¢ni ulohy celo¢iselného programovani.

M¢jme nasledujici problém:

Majitel obchodu se rozhodl rozsifit sviij sortiment ndkupem novych lisi a soustruhti.
Odhadl, ze kazdy novy lis zvysi jeho zisk o 100$ denné a kazdy novy soustruh zvysi zisk o
100%$ denné. Pficemz cena jednoho lisu ¢ini 80008 a cena jednoho soustruhu 40008. Kazdy lis
zabird v obchodé plochu 15ft? a soustruh 30ft®. Vlastnik ma k dispozici 40000$ a 200ft* mista
v obchodé. Otazkou tedy je, kolik kusii kazdého stroje ma vlastnik koupit, aby maximalizoval

svilj denni narust zisku.

Matematicka formulace

Cilova funkce:
z =100x, +150x, — max
Omezujici podminky:
8000x, +4000x, < 40000
15x, +30x, <200
Ten nam poskytl chybéjici ingredienci pro uvedeni zminéné mobilni aplikace, ve které si
Vv n¢kolika krocich dany krocich dany problém vyiesime. Po spusténi aplikace se objevi

standardni, grafické uzivatelské rozhrani, jez v sobé nese zdkladni prvky nutné pro

komunikaci s problémem.

SLsJ s
a0 ! - M@ 16:09

(NRC) number of restrictive conditions
(NV) number of variables

EquShell

Obrazek 3: Uzivatelské rozhrani aplikace



Uzitim posuvniku si nejdiive nastavime hodnotu NRC, predstavujici pocet omezeni
dané ulohy. Podobné¢ budeme postupovat i pifi nastavovani hodnoty NV, jez nese pocet
proménnych. Chceme-li pienastavovat hodnoty NRC a NV pomoci posuvniku, je nejprve

nutné zvolit v menu napravo, kterou z nich chceme ovliviiovat, coz je patrné z Obrazku 4

& 1732

M@ 1758

(® Choose a type

L —

Obrazek 4: Vkladani informaci o poctu omezujicich podminek a proménnych
V této chvili miizeme zacit zadavat koeficienty jednotlivych omezeni véetné hodnot
koeficientii ucelové funkce. Nutno dodat, ze po pfidani kazdé podminky je nutné koeficienty
ulozit prostfednictvim tlacitka done. A konecné, kdyz jsme vSechny vstupni informace o
uloze ptedali aplikaci, sta¢i kliknout na tlacitko solve, ¢imz vyvoldme dialog, ve kterém

vidime optimalni celociselné feSeni. Uvedeny vyklad pak znazornuje Obrazek 5.
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Solution by
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X1=1.0
X2=6.0

Obrdazek 5: Vkladani koeficientu s naslednym resenim problému



6. Zaver

Cilem této prace je hloubé&ji popsat techniku, jez ma rozséhlé dasledky pro ulohy z
ekonomické praxe a poukazat na problém, Ze feSeni tlohy celo¢iselného programovani jako
ulohy necelo¢iselného linearniho programovani obecné neni mozné. Dale pak, Ze feSeni nelze
vidét ani v pouhém zaokrouhlovani, jelikoz bychom nemuseli ziskat ptipustné nebo optimalni
feSeni a proto je nutné takovyto problém fesit nékterou z metod celo¢iselného programovani.
A pravé o jedné z metod tato prace podrobné pojednava. Védomi, Zze i maly problém se mtize
uzitim zminéné metody stat velmi obtiznym a téZko schlidnym mé vedl k vytvofeni aplikace,

prostiednictvim které miizete problém vyiesit z “kapsy*. ©
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