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Using a Kalman Filter for Estimating a Random Constant
Pouziti Kalmanova filtru pro vypocet odhadu konstantni hodnoty
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Abstrakt: Tento prispévek se zabyva popisem vytvorené aplikacni ulohy, ktera je urcena
pro vypocet odhadu konstantni hodnoty z méreného signalu, ktery je zatizen Sumem meéreni.
Jadrem vytvorené aplikacni ulohy je pouziti adaptivniho Kalmanova filtru. Velikost
vybérového rozptylu Ssumu meéreni je pouZita jako adaptabilni parametr Kalmanova filtru.
Tato aplikacni uloha byla implementovana v prostiedi digitalnich signalovych procesorii
(DSP), konkrétné byl pouzit 32-bitovy ADSP-21065L DSP procesor, ktery umoziuje
zpracovavat data ve formdtu s plovouci radovou carkou.
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1 Uvod

Vroce 1960 publikoval R. E. Kalman svou slavnou praci [Kalman, 1960] popisujici
rekurzivni feSeni problému linedrni filtrace diskrétnich dat. Kalmantv filtr je mnozina
matematickych rovnic, které poskytuji vypocetné vysoce efektivni rekurzivni feseni metodou
nejmensich ¢tverct. Tento filtr je vysoce vykonny v nékolika aspektech: pomahd odhadovat
minulé, soucasné a dokonce 1 budouci stavy, a to i pro systémy, jejichz pfesny matematicky
popis neni znam.

2 Kalmanovy rovnice

Kalmanovy rovnice fe$i problém nalezeni optimalniho odhadu stavu x € R” linearniho
diskrétniho stochastického systému, ktery lze popsat stavovymi rovnicemi (1) a (2).

Xp = Ay X H Vs (1)

Yi = Cp X+ Wy, ()

kde v, a w, jsou vzorkované nahodné posloupnosti s normalnim rozdélenim hustoty

pravdépodobnosti a s charakterem bilého Sumu. Nazyvaji se Sum procesu a Sum méfeni.

Kalmanovy rovnice pro uvazovany linearni diskrétni stochasticky systém (1) a (2) jsou
nasledujici.

f‘k =Aj i X 3)
P, = Apia P 'Ag,k—l +Qy i, 4)
Kk:Pl'c'ci'(ck'Pl'c'Cg"—Rk)_l’ )
’A‘k:f"/c"'Kk'(Yk_Ck'f"lc)a (0)
Pk:PI;_Kk'Ck'Pl;a (7
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kde X, je apriorni odhad stavu, X, je aposteriorni odhad stavu, P, je kovarian¢ni matice
chyb apriorniho odhadu stavu, P, je kovariancni matice chyb aposteriorniho odhadu stavu,
K, je tzv. Kalmanovo zesileni, Q je kovarian¢ni matice Sumu procesu a R je kovarian¢ni

matice Sumu métent.

Jak je vidét ze vztahl (3)-(7), Kalmanovy rovnice pfedstavuji algoritmus, ktery generuje
posloupnost linedrnich odhadl stavu (apriorni a aposteriorni) a posloupnost kovarian¢nich
matic chyb téchto odhadii. Tento algoritmus je tvofen dvémi podmnoZinami. Prvni
podmnozinu tvoii rovnice (3) a (4). Jedna se o vztahy, pomoci nichz je mozno urcit apriorni

odhad stavu fck v kroku méfeni £ a k nému pfisluSnou kovarianéni matici chyby tohoto
apriorniho odhadu stavu P,. Souhrnné se tyto dvé rovnice oznaluji jako tzv. &asovy
nebo predikéni krok algoritmu. Druhou podmnozinu tvoii vztahy (5)-(7). Jedna se o rovnice,
pomoci kterych lze urcit aposteriorni odhad stavu X, , velikost Kalmanova zesileni K,
v kroku k& a pfisluSnou kovariancni matici chyby tohoto aposteriorniho odhadu stavu P,.

Souhrnné se tyto tfi rovnice oznacuji jako tvz. datovy nebo korek¢ni krok algoritmu. Tento
algoritmus je symbolicky naznacen na obr. 1.

Casovy krok (,,Prediktor) Datovy krok (,,Korektor®)
1) Apriorni odhad stavu 1) Kalmanovo zesileni
ils; =A%, K; = Psl: 'Cs{' (Cs; 'Psl; : Ci +Rs;)_1
2) Kovarianéni matice chyby 2) Aposteriorni odhad stavu
apriorniho odhadu stavu %, =% +K, - (Ys; —c,. i;;)

3) Kovarianéni matice chyby
aposteriorniho odhadu stavu

P,=B K, C, E

' T
Po=Ap i Py Ap i +0Q5

Pocatecni aposteriorni odhad stavu x

Poéateéni odhad kovarianéni matice
chyby aposteriorniho odhadu stavu P,

Obrazek 1 — Grafické zndzornéni algoritmu Kalmanova filtru

Vyznam Kalmanova zesileni

Kalmanovo zesileni K, (5) je v odborné literatute [Welch a Bishop, 2006, Welling,

1986] odvozovano tak, aby minimalizovalo kovarian¢ni matici chyby aposteriorniho odhadu
stavu P_. Vliv Kalmanova zesileni je nasledujici. Jestlize se kovarianéni matice Sumu méfeni
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R blizi k nule, pak Kalmanovo zesileni K, ma vétsi vliv na hodnotu kovarianéni matice
chyby aposteriorniho odhadu stavu P, , nebot’ plati nasledujici limita.
limK, =C,', (8)

R,—0
Na druhou stranu, jestlize se kovarianéni matice chyby apriorniho odhadu stavu P, blizi
k nule, pak Kalmanovo zesileni K, mé mensi vliv, nebot’ plati nasledujici limita.
limK, =0, 9)

P, -0
Jinymi slovy lze vyznam Kalmanova zesileni K, popsat nasledovng. Jestlize se
kovarian¢ni matice Sumu méfeni R blizi k nule, pak aktudlni méfeni y, je povazovano
za vérohodnéjsi, zatimco predikované méfeni C, ik je povazovano za mén¢ veérohodné.
Na druhé strang, jestlize kovarian¢ni matice chyby apriorniho odhadu stavu P, se blizi k nule,

pak aktudlni méfeni y, je povazovano za méné vérohodné, zatimco predikované méfeni

C, -X, je povazovano za vérohodngjsi.

Vyznam kovarianénich matic Sumu procesu a Sumu méreni

Pti realizaci aplikace vyuZzivajici Kalmanovy rovnice je nutné definovat konkrétni tvar
kovariancni matici Sumu procesu Q a kovarian¢ni matici Sumu méieni R. Jelikoz Sum

procesu v, 1 Sum méfeni w, jsou chapany jako signdly s normdlnim rozdélenim hustoty
pravdépodobnosti, jsou tyto kovarian¢ni matice diagondlni, jejichz prvky na hlavni diagonéle
maji velikost rovnu rozptylu téchto signald.

Zatimco v praxi neni problémem Sum méfeni w, ziskat konkrétnim meéfenim a z ngj
vypocitat odhad velikosti jeho rozptylu a tim urcit kovarianéni matici Sumu méfeni R, urcit
kovarian¢ni matici Sumu procesu Q neni tak snadné. VétSinou se pomoci ni popisuje
nejistota mezi skute¢nym procesem a procesem popsanym pomoci stavového modelu. Uréeni
konkrétnich tvarii téchto matic byva v praxi vétSinou na predem zaznamenanych datech
z méfeni. OvSem mohou byt i pfedmétem jejich nalezeni béhem filtraéniho procesu.

3 Rekurentni vypocet parametra rozdéleni nahodnych veli¢in

Adaptibilnost vytvotfené aplikace spoc¢iva v prubézném pocitani odhadu velikosti rozptylu
Sumu méfeni w, pii samotném procesu filtrovani, pomoci néhoz je aktualizovana
kovarian¢ni matice Sumu méfeni R. Diky tomu je tato aplikace pouzitelnd i pro procesy
zatiZzené nestacionarnim Sumem métfeni w, .

Ciselné charakteristiky nahodnych veli¢in se vypoéitavaji na zakladé znalosti typu
rozdéleni a velikosti jejich parametrti [Ttma, 1999]. Jak jiz bylo vySe zminéno, piredpoklada
se, ze signal, ktery reprezentuje Sum méfeni w,, ma normalni rozdéleni hustoty
pravdépodobnosti. Toto rozdéleni méa dva parametry, a to svou stfedni hodnotu p a rozptyl
c°. Parametry tohoto rozdéleni jsou na rozdil od rovnomémého rozdéleni piimo zakladni
charakteristiky normalniho rozdéleni.

Casto se velikosti téchto parametrii urcuji z namétenych dat. Vzdy se jedna o kone¢ny
soubor realizaci nahodné veliCiny, ktery se nazyva nahodny vybér. Tento ndhodny vybér,
ktery ma ustfedni vyznam v matematické statistice, pfedstavuje posloupnost nezéavislych
astejné rozdélenych nahodnych velicin X, X,,...,X,, kde N je rozsah vybéru.

Z nahodného vybéru se vypodte vybérovy primér X (10) a vybérovy rozptyl m, (11),
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v

pficemzZ /m, se nazyva vybérova smérodatnd odchylka. Pro vyhodné;si limitni vlastnosti se

ouziva také veli¢ina S* (12).
p

_ 1 N

X:ﬁ;X"’ (10)
1 & —

mz=ﬁ-;(Xi—X)2 (11)
1 _

2_—- —_—

S =2 (x,-x) (12)

Vybérovy prumér a vybérovy rozptyl jsou ndhodné veliCiny, pro které 1ze spocitat také
jejich Ciselné charakteristiky, napiiklad stfedni hodnotu a rozptyl. Necht' rozdéleni veli¢in
z vybéru ma stfedni hodnotu p a rozptyl o°. Je Zadouci, aby stfedni hodnota vybérového

pruméru byla shodna se stiedni hodnotou veli¢in vybéru, tj. E{)? }=u. Této vlastnosti
vybérové charakteristiky se fika nestranny (nebo nevychyleny) odhad ptislusného parametru.
Jestlize stfedni hodnota vybérového primeéru neni rovna stfedni hodnoté nahodné veliciny,
pak se odhad oznaduje jako vychyleny nebo Ze neni nestranny. Lze dokézat, Zze pravé S je
nestranny odhad rozptylu, tj. E {S : }= o° . Dalsi vyhodnou vlastnosti je to, e rozptyl odhadu
charakteristik se srostoucim rozsahem vybéru snizuje. Lze dokézat, ze naptiklad plati
D {)? } =c’/N.

Aplikace ur¢ené pro pouziti v prostfedi digitalnich signdlovych procesorti nemohou byt
zalozeny na vztazich jako jsou naptiklad (10)-(12). Zpracovani Cislicovych signala totiz
v téchto systémech nelze provadét na namétfenych datech. To by si vyzadovalo ukladat
pomérné velky objem namétfenych dat do paméti a také Casovou prodlevu, kterd je dana
pfedev§im Casem nutnym pro jejich ziskani. Obecnou nevyhodou vztahii tohoto typu je
nutnost mit k dispozici piedem ziskany zaznam naméteného signalu. Proto bylo pfistoupeno
k nalezeni zptsobu, jak pocitat hodnotu vybérového priméru a vybérového rozptylu
prubézné.

Necht X, _, je vyb&rovy primér pro zdznam obsahujici N —1 vzorkiia X, je vyb&rovy
primér pro zaznam obsahujici N vzorki.

_ 1 N-1

=—-:> X 13
N-1 N—l p= i ( )

_ 1 &
X, =— > X, 14
NZ (14)

Rozdil mezi vybérovym primérem X, , a vybérovym primérem X, , ktery obsahuje
o jeden vzorek delSi zaznam, necht’ je oznaCen A,. Tyto veli¢iny jsou navzajem svazany
rovnici (15).
‘YNz)?N—I—I_Al (15)
Vztah pro uréeni tohoto rozdilu (16) Ize urcit nasledujicim postupem.
EXI' +XNJ_;'N lXi =

i=l

— _ 1 N 1 N-1 1
A=y =Xy =g DXy Xi:ﬂ
i=N- i=1

1
1 N-1 N-1
= AWN-1D)Y X, +(N-1)- X, -N-Y X, |=
| 0 X -, v Sk
1 1 = 1 —
= — D> X =—-\X,-X
N N N(N—l) o i N( N N—l)
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1 —
Al:ﬁ'(XN_XN—l) (16)
Dosazenim (16) do (15) dostaneme vztah pro vypocet vybérového priméru pro zdznam
obsahujici N vzorkl (17) na zékladé znalosti ptfedeslé hodnoty vybérového priméru, ktery
obsahuje N —1 vzorki, a spoc¢itaného pfirtstkového rozdilu. Vyhodou je to, Ze neni potieba
pribézné ukladat naméfend data.

)?Nz)?N—l_i_%'(XN_‘YN—I) (17)

Stejnym zpiisobem lze najit vztah pro urceni velikosti vybérového rozptylu m,
pro zaznam obsahujici N vzorkll (18) na zéklad€é znalosti ptedeslé hodnoty vybérového
rozptylu m, ,_,, jenz obsahuje N —1 vzorkd, a spocCitan¢ho pfirastkoveho rozdilu. Vyhodou
tohoto vztahu je opét to, Ze neni potieba ukladat namétena data. Odvozeni tohoto vztahu se
opira o nasledujici postup. Necht' pfislusny ptirastkovy rozdil, ktery je svazan s piislusnymi
vyberovymi rozptyly m, , a m, ,_, rovnici X.18, je oznaCen A,.

my y =my y_ + A, (18)
Vztah pro uréeni tohoto rozdilu (19) Ize urcit nasledujicim postupem.
1 & = ) 1 & =
A=—)>X-X, )] ——— X -X =
2 NIZI:( i N) N—lil( i N—l)

_1 i(}(z 2X, X, +X2)——Z(X2—2X Xy, +X2,)=
_]\[l:1 N N-1 N-1
N

1 5 2, = )?2
L -Tes e Koy LS 2y S o)

i= i=1 =]
1 pE—
1( Xi2+X2j 2X2+X2—N;2X2+2Xf,1 X, =
i=l1 — 1=
1 ~ 2 X2 32 2 v 2
X+ X - — N X+ X, =
NS N N — 1,21: N
N-1 N-1
( _l)zXzz_NZth XZ
i=1 i=1

2
_ 1 _
+ N_|:XN—1+N(XN_XN—I)} +X]%/—l:

}v(zv—l) ] N
1 1 1 v
:N{X]%/_N——ZXZ 2XN1(X XNI) N(XN_XN—1)2i|
i=1
1 1 N-l1 _ _ 1 —
A, :N{Xi] _sziZ _2XN—1 (XN _XN—I)_N(XN _XN—1)2j| (19)
i=1

4 Popis vytvorené aplikace
Vytvotena aplikace je urcend pro odhad ndhodné skalarni konstanty, ktera naptiklad
muze reprezentovat uroven napéti. Tato aplikace predpokladad pouziti linearniho diskrétniho
stochastického systému, popsaného pomoci stavového modelu (20) a (21).
X =X TV (20)
Vi =X + W (21
Jedna se o jednorozmérny systém, tzn. ze matice A a C piejdou ve skalary. Navic necht’
A = C =1. Kalmanovy rovnice poté budou mit nasledujici tvary.
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1. predikéni rovnice

e (22)
B=P+0 (23)
2. korekeni rovnice
K, =B -(B+Rr)' (24)
X =£}C+Kk'(yk_5e}c) (25)
B =B —K; L (26)

Predpoklddejme velmi malou odchylku Sumu procesu v, necht kovarianéni matice
(respektive skalar) sumu procesu Q ma velikost Q=10 V (respektive O =10"" V pro tieti
prezentovany piiklad). Pomoci ni zavedeme urCitou nejistotu v popisu redlného systému
uzitim stavového modelu (20) a (21).

Vytvorend aplikace demonstruje pouziti adaptivniho Kalmanova filtru a to tak, Ze se méni
velikost rozptylu umu méfeni w, ktery ovliviiuje méfeni pozadovaného signalu. Sum méfeni
w je generovan jako signal s charakterem bilého Sumu a lze jej prezentovat pomoci
kovariancni matice (respektive skalarem) Sumu méfeni R.

Jesté je nutné urcit, popiipadé odhadnout velikost pocateéniho aposteriorniho odhadu
stavu X, a pocatecni kovarian¢ni matici (respektive skalar) tohoto aposteriorniho odhadu £ .

Necht' x, =0 a P, =1.

Necht’ skute¢na hodnota méteni je konstantni a o velikosti 10 V, kterd je zatizena Sumem

2
w

méfeni w o rozptylu postupné o
c.=R=0V.

Ukolem vytvofené aplikace je odhadnout velikost konstantniho napéti, pfi¢emz jsou
pouzity vztahy (15)-(19) pro vypoéet velikosti vybérového priméru X a vybérového rozptylu

cey

m, , které se pouziji jako adaptibilni parametr Kalmanova filtru (22)-(26). Vypoctena velikost

=~ 0.1,1,10 V.. Necht jeho pocate¢ni hodnota je nulova, tj.

vybérového rozptylu m, se totiz pouzije jako parametr R ve vztahu (24) pro vypocet

Kalmanova zesileni, tj. m, — R. Délka zaznamu pro vypodet X a m, je zvolena hodnota

N =256. Jak jiz bylo vySe zminéno, neni potfeba ukladat t€chto 256 zmérenych hodnot
do datové paméti signalového procesoru.

5 Experimentalni ovéreni

Na obr. 2-4 jsou zobrazeny vysledky uziti adaptivniho Kalmanova filtru, ktery je pouZit
pro odhad velikosti ndhodné konstantni hodnoty z méfeného signalu, ktery je zatizen Sumem

méfeni. Na obr. 2 méa Sum méfeni rozptyl o velikosti 62, = 0,1 V, na obr. 3 rozptyl o velikosti

o2 =1V akonené na obr. 4 rozptyl o velikosti 62, =10 V.
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Obrazek 4 — Uziti adaptivniho Kalmanova filtru, Gi, =10V

Modrou barvou je zobrazen pivodni méfeny signal, cervenou barvou filtrovany signal.
Na uvedenych ptikladech lze pozorovat, jak se méni vliv filtrovani pomoci Kalmanova filtru.
Porovnanim vysledki, zobrazenych na obr. 2 a obr. 3, lze vypozorovat, ze pro nizsi hodnotu
rozptylu Sumu méteni se filtr chova tak, ze rychleji ,,davétuje* métenému signalu (viz obr. 2),
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zatimco po zvétSeni hodnoty rozptylu Sumu méfeni desetkrat, filtr pomaleji ,,dGvéruje™
meétenému signélu (viz obr. 3).

Vysledek tretiho procesu filtrovani je kvalitativné podobny jako na obr. 2, avSak musela
byt zménéna hodnota zvoleného rozptylu procesu z hodnoty ¢ =107V nac’ =10"V,

nebot’ ptivodn€ zvolend hodnota nezarucovala spravnou funkénost Kalmanova filtru.

Dale na obr. (2)-(4) jde vidét, ze prvnich 256 hodnot vystupli Kalmanova filtru je totozny
s méfenym signalem. Je to ddno pocatecnim nastavenim nulové velikosti rozptylu Sumu
méteni. Aktualizovand hodnota vybérového priméru a vybérového rozptylu je poskytovana
v kazdém 256. kroku, protoze délka zaznamu pro jejich vypocet je zvolena pravé N = 256.
Velikost daného zpozdéni je minimalni, jelikoz naptiklad pii nastaveni hodinového kmitoctu
codeku ADI1819A, jenz je soucasti vyvojové desky ADSP-21065L, na hodnotu
fs =48000 Hz , ke sbéru 256 vzorka dojde pfiblizn€ za 5 ms.

6 Zavér

Do prostiedi signalového procesoru ADSP-21065L byla implementovana aplikace, ktera
dokéze provadét odhad velikosti ndhodné konstantni hodnoty. Tato aplikace je zaloZena na
pouziti Kalmanovych rovnic, jejichZ jedna proménna je béhem procesu filtrace pribézné
aktualizovana. Jedna se o proménnou, kterd reprezentuje odhad velikosti rozptylu Sumu
meéfeni. Rozptyl tohoto signilu je pocitan pouzitim odvozenych vztahli pro vypocet
vybérového pruméru a vybérového rozptylu, jejich vyhodou je to, Ze k jejich vypoctu dochazi
pribézné, tim neni potieba uchovavat méteny signal v datové paméti procesoru.
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